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Aprobar matematicas es facil si sabes como: Matematicas II - Ciencias

(Ejercicios y exdmenes) - Algebra. 1
Ejercicio 1 (Rango de una matriz, extraido del capitulo 2)
Halla el rango de las siguientes matrices:
I 11
a) A= 11 3
32 4
I 11 1
by B=|11 2 3 2
357 -1
1 0 1
o C=|-1 2 2
0 10 15
11 1 1
1 2 3 2
d) D=
35 8 -1
58 12 2
I 11
a)A=11 3
32 4

El rango médximo de la matriz es 3, ya que es el mdximo de las dimensiones.
Comenzamos con un elemento no nulo. Por ejemplo el que estd en la primera fila

y primera columna. Orlamos el elemento con los elementos de primera y segunda
11

11
Orlamos el primer elemento formando la matriz de primera y tercera fila y primera

1 1
3 4

fila y primera y segunda columna. Tenemos = 0. Por tanto, no, nos vale.

y segunda columna. Tenemos = 1. Por tanto rg(A) > 2. Orlamos la
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I 11
matriz y obtenemos: | 1 1 3 | = 2. Por tanto, rg(A) > 3. Es decir, el rango es
32 4
rg(A) = 3.
111 1
by B=|1 2 3 2
357 -1

Observamos que el maximo rango de la matriz B es 3 (el minimo del nimero
de filas y el nimero de columnas). Comenzamos por el elemento de la primera

fila y primera columna (elemento que no es nulo). Orlamos con los elementos de
11

1 2
1. Por tanto, tenemos rg(B) > 2. Orlamos la matriz actual con los términos de las

primera y segunda fila y primera y segunda columna. Observando que

tres filas y las tres primeras columnas.

I 11 I 1 1

Dadoque |1 2 3 | = 0, este determinante no vale. Dadoque [ 1 2 2 | =

357 35 -1
—6, tenemos que rg(B) > 3. Por lo tanto, tenemos que rg(B) = 3.

1 0 1
c)C=| -1 2 2
0 10 15

En primer lugar observamos que el rango maximo de C es 3. Después tomamos el
elemento que esta en la primera fila y primera columna. Orlamos la matriz con los

elementos de la primera y segunda filas y primera y segunda columna. Dado que
1 0

-1 2

= 2, tenemos que rg(B) > 2. Orlamos la matriz (con toda la matriz C) y
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1 0 1
tenemos | —1 2 2 |=0. Por tanto rg(C) < 3. Por tanto, tenemos rg(C) = 2.

0 10 15
11 1 1
1 2 3 2
d) D=
35 8 -1
5 8 12 2

En primer lugar, observamos que el posible rango médximo de D es 4. Comen-

zamos tomando el elemento d;;, y lo orlamos con la primera y segunda fila y
11

1 2
rg(D) > 2. Orlamos la matriz con los términos de las tres primeras filas y tres

la primera y segunda columna. Dado que tenemos = 1, obtenemos que

primeras columnas.

1 1 1
Dado que | 1 2 3| = 1, tenemos rg(D) > 3. Orlando la matriz, tenemos
3 5 8
1 1 1 1
1 2 3 2 ]
= (. Por tanto, rg(D) < 4y, en consecuencia, rg(D) = 3.
35 8 -1
5 8 12 2
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Ejercicio 2 (Discusion y resolucion de sistemas (VIII), Capitulo 3)

Dado el sistema de ecuaciones lineales

mx+y=0
x+my=0
mx +my =0

se pide:
a) Discutirlo segiin los valores de m.

b) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

(Selectividad Madrid Modelo 2015.)

a) Discutirlo segtin los valores de m.

Observamos que se trata de un sistema homogéneo. Por tanto, el sistema siempre

serd compatible.

m 1
Estudiamos por tanto el rango de lamatrizA =| 1 m |- El rango méximo de la
m m
matriz es 2. Tomamos el menor formado por las dos primeras filas y calculamos
: . _|m o1 2
el correspondiente determinante. Es decir, =m- - 1.
1 m

Igualando a 0, tenemos que este determinante se anula si y solo si m = 1. Asi,

consideramos:
e Sim # +1, tenemos que el determinante anterior es no nulo. Por tanto, el rango
de ese menor es 2 y por tanto rg(A) = 2.

Al Tratarse de un sistema homogéneo y coincidir el rango con el nimero de

incognitas el sistema es compatible determinado (por el teorema de Rouché-Frobenius).
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-1 1
e Sim = —1, tenemos la matriz A = 1 —1 | Tomando el menor formado
-1 -1
por segunda y tercera fila tenemos el determinante 11 _1 = —2. Por tanto, ese
menor tiene rango 2 y, también, rg(A) = 2. De nuevo, el sistema serd compatible
determinado.
11
e Sim=1,tenemos lamatrizA=| 1 1
11

Observamos que las dos columnas son iguales y, por tanto, tenemos rg(A) = 1.
Dado que el rango es menor que el nimero de incdgnitas, tenemos que el sistema

es compatible indeterminado, por el teorema de Rouché-Frobenius.
b) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.
Hemos comprobado que el sistema es compatible indeterminado si m = 1.

En ese caso las tres ecuaciones son x+y = 0. Dado que el rango es uno, utilizamos

un parametro y = A. Sustituyendo y despejando tenemos que y = —A.

Es decir, la solucién del sistema en el caso de ser compatible indeterminado es

(x,y) = (=4, D).
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Ejercicio 3 (Extraido del Capitulo A)

Dadas las matrices:

1 -1 1 1 2 m 1 1 -1
A= 1 o -1 B=|2 4 1 C=|-1 2 1
-1 2 2 m 2 -1 1 -2 0

a) (1’5 puntos) Determinar el rango de B en funcion de los valores de m e

indicar para qué valores de m admite inversa.

b) (1’5 puntos) Calcular la matriz inversa de A y comprobar que verifica

Al = %(A2 + 3c).

(Selectividad Madrid Modelo 2017).

a) Determinar el rango de B en funcion de los valores de m e indicar para qué

valores de m admite inversa.

En primer lugar observamos que el determinante del menor formado por la segun-

da y tercera fila y la segunda y tercera columna tiene determinante no nulo, dado
4 1

2 -1
rg(B) > 2.

que = —6. Por tanto, independientemente del valor de m tendremos que

Comprobamos ahora si el rango puede ser 3. Para ello, hallamos el valor del deter-

minante:
1 2 m
2 4 1 |=-4+2m+4m—4m* -2 +4 = —4m* + 6m — 2. Igualamos el
m 2 -1

determinante a 0 y resolvemos la ecuacién de segundo grado —4m?* + 6m —2 = 0.
—6+ 62 —4-(-4)-(-2)  —6+2
-8 - -8

Tenemos: m = . Es decir, las soluciones son
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m=1lym=—.

2

Dado que sabemos que el rango es, al menos dos, solamente consideramos dos

casos:
e Sim#1lym# % tenemos que |B| # 0y, por tanto, el rango es rg(B) = 3.

e Sim=1lom= % tenemos que |B| = 0y, por tanto, el rango es rg(B) = 2.
b) Calcular la matriz inversa de A y comprobar que verifica A™' = é (A2 +3C )

En primer lugar, comprobamos que la matriz A admite inversa calculando el de-

terminante: |[A| = =1 +2 + 2 + 2 = 5. Dado que es no nulo, podemos calcular
A
2 -1 2
Comenzamos calculando la adjunta: AN =14 3 _1
1 2 1
2 4 1
Hallamos la traspuesta de esta matriz: (A"‘dj)t =l -1 3 2
2 -1 1
2 4 1

Por tanto, A™! = é -1 3 2
2 -1 1
Calculamos la matriz:
1 -1 1 1 -1 1 11 -1
A+3C=| 1 0 -1 || 1 0 -1 (+3[-1 2 1
-1 2 2 -1 2 2 1 -2 0

Empezamos con la potencia y el producto del escalar por C. Tenemos:

-1 1 4 3 3 -3
A’+3C=| 2 -3 -1 |+| -3 6 3
-1 5 1 3 -6 0
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2 4 1
Por dltimo tenemos A2 +3C=| -1 3 2
2 -1 1
2 4 1
1 1
Observamos que A~ = 3 -1 3 2|= 3 (A2 + 3C), que era lo que queriamos
2 -1 1
probar.

Ejercicio 4 (Extraido del Capitulo B)

(2 puntos) En un crucero hay paquetes de tres tipos: individual (1 pasajero),
pareja (2 pasajeros) y grupo familiar (4 pasajeros). La tarifa individual es de
800 euros, la tarifa de pareja es de 1200 euros y la tarifa familiar es de 1600
euros. Para el proximo viaje hay 2400 pasajeros que han pagado un total de
1264000 euros. Si los pasajeros de individual son el 20 % de la suma de los
de pareja y de grupo familiar. ; Cudntos pasajeros hay de cada paquete?

(Selectividad Canarias Junio 2014.)

Llamamos x al nimero de paquetes individuales vendidos, y al nimero de paque-
tes de pareja y z al nimero de paquetes familiares vendidos.

La primera condicién que tenemos es relativa al nimero de viajeros. Por cada
paquete individual viaja una persona, por cada paquete de pareja dos y por cada
familiar viajan cuatro. Es decir, en total viajan x + 2y + 4z. Esta cantidad debe ser
2400. es decir, la primera ecuacion es x + 2y + 4z = 2400.

La segunda condicion es relativa a los precios. Por cada paquete individual se
pagan 800 euros, por cada uno de pareja 1200 y por cada uno familiar 2400. El
dinero recaudado sera 800x + 1200y + 1600z. Esta cantidad equivale a 1264000.
Es decir, la ecuacion es 800x + 1200y + 1600z = 1264000. Dividiendo entre 400

tenemos la ecuacién semejante 2x + 3y + 4z = 3160.
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Por ultimo, tenemos la condicién del 20 %. La segunda parte de la condicion es
0’2(2y + 4z). Esta cantidad es igual a x. Tenemos, por lo tanto, que la ecuacion es

x = 0'2(2y + 4z). Multiplicando por 5 y pasando todo al primer miembro tenemos

Sx—-2y—-4z=0.
x+2y+4z =2400 1 2 4 |2400
El sistemaes { 2x+3y+4z=3160 ¢ysumatrizes| 2 3 4 |3160 | Va-
Sx—-2y—-4z=0 5 =2 -4 0

mos a resolver empleando el método de Gauss-Jordan. Para hacer cero realizamos
1 2 4 2400
F, > Fy-2F,y F3 — F3—5F;.Obtenemos lamatriz| 0 -1 -4 | —1640
0 —-12 -24|-12000
1 2 4 | 2400

Dividiendo la tercera fila entre —12 tenemos la matriz | 0 -1 -4 | —1640

0O 1 2| 1000
Sumando las dos udltimas filas obtenemos —2z = —640. es decir, tenemos que

z = 320. Sustituyendo en la ecuacioén de la tercera fila de la dltima matriz tenemos
y + 2 -320 = 1000. Es decir, y = 360. Por dltimo sustituyendo en la primera
ecuacion tenemos que x + 2 - 360 + 4 - 320 = 2400. Despejando tenemos x = 400.
Observamos que hemos obtenido el nimero de paquetes vendidos, no el nimero
de viajeros con cada paquete. Es decir, viajan 400 personas con el paquete indi-

vidual, 360 - 2 = 720 con el de pareja 'y 320 - 4 = 1280 pasajeros con el familiar.

Ejercicio 5 (Extraido del Capitulo C)
(4 puntos) Discute y resuelve, cuando sea posible, el siguiente sistema de-

pendiente del pardmetro m:

mx—y—9z=-1
Bx+y+9z=2
10y + 10m*z = 10 + m
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Escribimos en primer lugar las matrices de coeficientes asociadas al sistema de

m -1 =9 m -1 -9 -1
ecuaciones: A =| 13 1 9 yA =] 13 1 9 2
0 10 10m? 0 10 10m*|10+m

Comenzamos calculando el determinante de la matriz cuadrada. Es decir, el de la
matriz A:

JAl = 10m® — 1170 — 90m + 130m* = 10m> + 130m*> — 90m — 1170.

Resolvemos la ecuacion |A| = 0. Para ello, factorizamos el polinomio correspon-

diente. Por Ruffini tenemos:

10 130 -90 -1170
3 30 480 1170
10 160 390 0
-3 =30 -390
10 130 0
-13 -130
10 0

Es decir, las raices de la ecuacion son m = 3, m = =3 y m = —13. La factorizacién
de |A| = 10(m — 3)(m + 3)(m + 13).

Tomando las raices de la ecuacién |A| = O consideramos cuatro casos (resolvemos
a la vez que discutimos):

e Sim# 3,m# -3 ym # —13, tenemos que |A| # 0. Por lo tanto, rg(A) = 3.
Dado que A es submatriz de A" y que el rango maximo de A* es 3, tenemos que
rg(A*) = 3. Dado que ambos rangos coinciden y que, ademds, coinciden con el
numero de incognitas, tenemos que el sistema es compatible determinado (apli-
cando el Teorema de Rouché-Frobenius). Para resolverlo, empleamos la Regla de

Cramer:
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-1 -1 -9
2 1 9
10+m 10 10m* | _10m2 = 9(10 + m) — 180 + 9(10 + m) + 20m> + 90
X = = .
IA| 10(m + 3)(m — 3)(m + 13)
10m? - 90 1

Operando, tenemos x =

10m + 3)m—3)m+13) m+ 13
m -1 -9
13 2 9

0 10+m 10m* | 20 — 117(10 + m) — 9m(10 + m) + 130m?
|A] B 10(m + 3)(m — 3)(m + 13)
20m® + 121m? = 207m — 1170 _ 20m* + 61m — 390
10(m +3)(m —3)(m + 13)  10m? + 100m — 390

y:

Operando tenemos: y =

m -1 -1
13 1 2
O 10 10+ m | (10 + m) - 130 = 20m + 13(10 + m)
¢= Al B 10(m + 3)(m — 3)(m + 13)
m?* + 3m m

Operando tenemos z =

10(m + 3)(m — 3)(m + 13) = 10m2 + 100m — 390
Es decir, la solucion es:
1 20m? + 61m — 390 m )

m+ 137 10m? + 100m — 390" 10m? + 100m — 390

e Sim = 3, tenemos que |A| = 0. Es decir, tenemos que rg(A) < 3. Tomamos el

(x,y,2) = (

menor formado por la segunda y tercera fila y la primera y segunda columna, tene-
3 -1 -9|-1
= 130. Por tanto, rg(A) = 2. LamatrizA* =] 13 1 9 | 2

0 10 90|13
Completamos la matriz a partir del anterior menor con la primera fila y la cuarta

3 -1 -1

13
0 10

mos

columna de A*. Tenemos | 13 1 2 | = 18. Es decir, que rg(A*) = 3. Por
0 10 13
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tanto, el sistema es incompatible, dado que rg(A) # rg(A").

e Sim = —13, tenemos que |A| = 0. Es decir, tenemos que rg(A) < 3. Tomamos

el menor formado por la segunda y tercera fila y la primera y segunda columna,
13

0 10
-13 -1 -9 | -1

tenemos = 130. Por tanto, rg(A) = 2. Sustituyendo, tenemos la matriz

A= 13 1 9 2 |- Completamos la matriz a partir del anterior menor

0 10 1690 | -3

-13 -1 -1
con la primera fila y la cuarta columna de A*. Tenemos | 13 1 2 |=130.
0 10 -3

Es decir, que rg(A*) = 3. Por tanto, el sistema es incompatible, dado que tenemos

rg(A) # rg(A").

e Sim = -3, tenemos que |A| = 0. Es decir, tenemos que rg(A) < 3. Tomamos

el menor formado por la segunda y tercera fila y la primera y segunda columna,
13

0 10

tenemos = 130. Por tanto, rg(A) = 2. Sustituyendo, tenemos la matriz

-3 -1 -9|-1
A*"=(13 1 9 | 2 | Completamos la matriz a partir del anterior menor
0 10 9 | 7
-3 -1 -1
con la primera fila y la cuarta columna de A*. Tenemos | 13 1 2 | = 0.

0 10 7
Por tanto, tenemos que rg(A*) = 2. En consecuencia, tenemos que el sistema

compatible indeterminado.

Pasamos a resolverlo. Para ello, tomamos la segunda y tercera ecuacién y las

dos primeras incégnitas (la z = A la utilizamos como pardmtero). Tenemos el
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) PBx+y=2-91 )
sistema . Dividiendo la segunda ecuacion entre 10 tenemos
10y =7 =904
7
que y = 0 94. Sustituyendo, la incégnita en la primera ecuacidn, tenemos
1
13x + 0~ 91 = 2 — 94. Despejando tenemos que x = o
Por tanto, tenemos que la solucion del sistema es:
1 7
V,2) ==, —= =94, 1].
(x.5,2) (10 10 )

Ejercicio 6 (Rango en funcién de parametros - Inversa, Capitulo L)

Dada la matriz

1 -1 -a
A=l a 3 1
-2 a 2a

dependiente del pardmetro a, responde las siguientes cuestiones:

a) (1’25 puntos) Estudia el rango de A en funcion del pardmetro a.

b) (0’75 puntos) Calcula A™" para el valor a = 0.

(Basado en Selectividad Asturias Julio 2015.)

a) Estudia el rango de A en funcidn del pardmetro a.

Dado que A es una matriz cuadrada, calculamos su determinante para ver para qué
valores el rango es maximo. Obtenemos que el determinante es |A| = 6a+2 —a’ —

6a—a+2d°=-a+2d*—a+2.

Resolvemos la ecuacion |A| = 0. Para ello, utilizamos la regla de Ruffini:

-1 2 -1 2
2 -2 0 -2
-1 0 -1]0
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Tomamos, ahora la ecuacién de segundo grado —a> — 1 = 0. Observamos que
pasando el término cuadritico a la derecha, tenemos —1 = @*. Tomando raices

cuadradas observamos que no tiene raices cuadradas reales.

Es decir, la ecuacion |A| solamente tiene la raiz real a = 2. Tenemos, por tanto,

dos casos:

e Sia # 2, tenemos que |A| # 0; por tanto, el rango de la matriz es maximo. Es

decir, rg(A) = 3.

e Sia = 2, tenemos que |A| = 0. Por tanto el rango no es maximo. Es decir,

1 -1 -2

rg(A) < 3.EnestecasolamatrizesA =| 2 3 1 | Buscamos un menor
-2 2 4

de orden 2 con determinante no nulo. Por ejemplo ; _31 =5 # 0. Por tanto,

el rango de este menor es 2 y el de la matriz A es, al menos 2. En consecuencia

rg(A) = 2.

b) Calcula A" para el valor a = 0.

I -1 0
En primer lugar observamos que en este caso lamatrizesA=| 0 3 1
-2 0 0

Sustituyendo el valor @ = 0 en la expresion de |A| del primer apartado tenemos

que |A| = 2. Es decir, existe la matriz inversa de A.

0O -2 -6
Calculamos la matriz adjunta de A. Es decir, A= o 0o 2
-1 -1 3

Aprobar matematicas es facil si sabes como: Matematicas II - Ciencias
(Ejercicios y exdmenes) - Algebra.
Si te gusta este material, puedes comprar el libro completo en la direccion:
WWW.amazon.es/dp/1092505865


www.amazon.es/dp/1092505865
www.amazon.es/dp/1092505865

Si te gusta este material, puedes comprar el libro completo en la direccion:
WwWw.amazon.es/dp/1092505865

Aprobar matematicas es facil si sabes como: Matematicas II - Ciencias

(Ejercicios y exdmenes) - Algebra. 15
0 0 -I 00 =3
Por tltimo, tenemos que A™! = 1 (Aadj)t = 1 -2 0 -1 |=
’ Al 2 -1 0 -5
-6 2 3
3 3
2

Visita la web www.aprobarmatematicasesfacil.es para encontrar enunciados de
ejercicios y material de muestra de los libros publicados.
Si conoces a alguien que lo esté pasando mal con las matematicas, recomiéndale
este material. Puede serle de utilidad.


www.amazon.es/dp/1092505865

