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Ejercicio 1 (Angulos entre rectas, extraido del Capitulo 9)

Halla los dngulos que forman los siguientes pares de rectas:

a) La recta r que pasa por A(3,2,-5)y B(2,—1,1) y la recta s que es per-
pendicular a x + 2y —z = 1 y que pasa por C(2, 1,0).

d) La recta r que es interseccion de los planos 3x—2y+z=1yx—-y+z=1

y el eje OX.

Para hallar el dngulo que forman dos rectas necesitamos los dos vectores direc-
tores.

a) Larectarque pasapor A(3,2,-5)y B(2,-1, 1)y larecta s que es perpendicular
ax+2y—z=1yque pasapor C(2,1,0). La recta r tiene como vector director
—

v, =AB = (-1,-3,6).

El vector director de la recta s coincide con el vector normal al plano x+2y—z = 1.

Es decir, el Vector7s> =(1,2,-1).

H
[v: v ) = arc cOS( e ) Operando Ang(r, 5) =
T Voo |

arc cos(07825). Es decir, tenemos que el angulo pedido es Ang(r, s) = 38'509°.

Ahora Ang(r, 5) = arc cos(

d) Larecta r que es interseccion de los planos 3x —2y+z=1yx—-y+z=1yel

eje OX.

Llamaremos s al eje OX. Para hallar este dngulo necesitamos los vectores direc-

- -
tores de ambas rectas, v, y vy.

Comenzamos por el vector v,, que estd contenida en los dos planos del enunciado
y, en consecuencia, es perpendicular a los dos vectores normales 7, = (3,-2,1) y
e = (1,-1,1).
- =
i J k
- - o
TomamosV: :ﬁ;xﬁ =13 2 1|=—-1-2]—-—k=(1,-2,-1).

1 -1 1
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Por otro lado, el vector director del eje OX es (1,0,0). Por tanto, tomamos el

VectorV; =(1,0,0).

_}
v -V -1 ) /
= arccos . Operando Ang(r, s) =
I ) (\Fm

arc cos(0’4082). Es decir, tenemos que el angulo pedido es Ang(r, s) = 65'905°.

Ahora Ang(r, s) = arc cos(

Ejercicio 2 (Selectividad geometria (V), extraido del Capitulo 10)
En R3, sean la recta r que tiene por ecuacion (x,y,z7) = (1 + 4, 4,1 —-A) yel
plano n de ecuacion 2x —y + z = =2.

a) Determinar la posicion relativa de la recta r y el plano .

b) Calcular la distancia entre la recta r y el plano n.

(Selectividad Cataluria Junio 2016.)

a) Determinar la posicion relativa de la recta r y el plano .

. ., . . - ..
Para estudiar la posicion relativa de r y 7 necesitamos el vector v, director de r,

que esV, = (1,1,-1)yel Vectorﬁ,)r normal al plano, que es ﬁ,)r =(2,-1,1).

Comprobamos que v, -7, = 1-2+1-(=1)—1- 1 = 0. Por tanto, son paralelas o la
recta estd contenida en el plano. Tomamos P(1,0, 1) € r y comprobamos si P € .
Sustituimos las coordenadas de P en la ecuacion de 7y tenemos 2-1 -0+ 1 = -2.

Dado que la igualdad no es cierta, tenemos que r y 7 son paralelos.
b) Calcular la distancia entre la recta r y el plano 7.

Para hallar la distancia entre una recta y un plano que son paralelos, tomamos un

punto de r, por ejemplo el P y hallamos su distancia a 7.

La ecuacién implicita del planoes 1 =2x -y +z+2 = 0.

2:-1-0+1+2 5 5vV6
Es decir, tenemos d(r, 7) = d(P, ) = | 1+ = = iu.

VZrh+2 V6 6
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Ejercicio 3 (Extraido del Capitulo E)
Resuelve las siguientes cuestiones, independientes entre si:
a) (1 punto) Hallar el plano que contiene a la rectav : (2,1,3) +t(2,1,0) y

es perpendicular al plano de ecuacion x + z = 2.

b) (I punto) Probar que los vectores {(1,1,1); (1,1,0); (1,0,0)} forman una
base de R* y dar las coordenadas del vector (1,-2,0) en la base anterior.

(Selectividad Aragon Junio 2012.)

a) Hallar el plano que contiene a larectav : (2,1,3)+#(2,1,0) y es perpendicular

al plano de ecuacién x + z = 2.

Llamamos 7 al plano que buscamos y 7" al plano del enunciado. El plano 7 con-
tiene al vector director de v, que es 7: = (2,1,0) y al vector perpendicular a n’,
que es 7, = (1,0,1) y al punto P(2,1,3). Dado que tenemos dos vectores y un
punto, encontramos la ecuacién implicita del plano 7, que es:
x-2 y—-1 z-3
T=| 2 1 0 |=0.Operando tenemos 7= x—2y—z+3 =0.
1 0 1
b) Probar que los vectores {(1,1,1); (1,1,0); (1,0,0)} forman una base de R? y

dar las coordenadas del vector (1, -2, 0) en la base anterior.

Tres vectores del espacio forman una base de R® si su producto mixto es no nulo.

1 11
Por tanto calculamos | 1 1 0 | = —1. Por tanto, los tres vectores forman base
1 00

de R,

Para encontrar las coordenadas del vector del enunciado en la base anterior, debe-

mos resolver: (1,-2,0) = a(1,1,1) + b(1,1,0) + ¢(1,0,0). Operando el segun-
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a+b+c=1

do término tenemos el sistema a+b=-2 3Delatercera ecuacion tenemos

a=0
a = 0. Sustituyendo este valor en la segunda, tenemos b = —2. Sustituyendo am-

bos valores en la primera ecuacion tenemos ¢ = 3. Es decir, las coordenadas del

vector (1, -2, 0) en la base del enunciado son (0, -2, 3).

Ejercicio 4 (Extraido del Capitulo G)

(4 puntos) Consideramos las siguientes rectas: la recta r que pasa por el
punto A(1,2,3) y tiene vector director v, = (2,4,-1) y la recta s que es
perpendicular anm = 4x — 3y + z = 1 y que pasa por B(2, 1,2).

a) Estudia la posicion relativa de r y s.

b) Calcula la distancia entre ry s.

¢) ¢Cudl es el dngulo que forman ry n?

d) Encuentra la ecuacion del plano n’ que contiene a ry es paralelo a s.

a) Estudia la posicion relativade r y s.

Para estudiar la posicion relativa de dos rectas necesitamos los vectores directores
de ambas rectas y un punto de cada una de ellas. Tenemos el vectorV: =(2,4,-1)
director de r. El vector v, director de s es paralelo al vector 7, normal de 7. El
vector normal a 7 se obtiene tomando los coeficientes de las incdgnitas; es decir,
ﬁ,)r = (4,-3, 1). Elegimos, por tanto, el VectorVS) = (4,-3, 1). Por tultimo tenemos

ﬁ
A eryBes. Portanto, AB = (1,-1,-1).

v, 2 4 -1
Consideramos, primero, la matriz M = " = y la matriz
e 4 -3 1

2 4 -1

=| 4 -3 1 | Procedemos a calcular sus rangos.

= =l o=l

I -1 -1
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Observamos que el menor de M formado por las dos primeras columnas tiene

determinante = —22. Por tanto, tenemos que rg(M) = 2.
4 -3
2 4 -1
Por otro lado tenemos que | 4 -3 1 | =29. Es decir, tenemos rg(M*) = 3.
1 -1 -1

En consecuencia las rectas r y s se cruzan.
b) Calcula la distancia entre r y s.

La distancia entre dos rectas que se cruzan (conocidos los vectores directores y un

punto de cada recta) es:

|[v;,7;,ﬂ§]|
dir,s) = ———.

W

El producto mixto del numerador coincide con el determinante calculado en el

primer apartado. Procedemos, por tanto a calcular el producto vectorial del deno-

minador.

~l

- -
Y
Tenemos v, X v, = 4 —1|=7-67-22k =(1,-6,-22).

2
4 -3 1

= 12+ (=6)2 + (-22)2 = V521.

P —>
Su médulo es [v; X v;

- = 73
| [Vm Vg, AB] | _ 129] _ 29 \/Sﬁu
V7 x v, V321 521

¢) (Cudl es el angulo que forman r y n?

Sustituyendo tenemos d(r, s) =

El 4ngulo que forman una recta y un plano es el complementario del que forman
el vector director de la recta y el vector normal al plano. Aplicando el producto
escalar a ambos vectores y trigonometria basica (el coseno de un angulo coincide

con el seno de su complementario) podemos escribir:
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Ang(r,m) = arcsin | —=——- |
ERE
Por otro lado tenemos los valores v, - v, = —35, IVI = 2+ 424 (-1)2 = V21 y

V. = 8+ (=32 + 12 = V26.

H
. m : n7r| 5
Sustituyendo tenemos que Ang(r, ) = arcsin [—] = arcsin (—) Es
V7] - [ V2126
decir, el 4ngulo es Ang(r, 7) = arcsin(0’'21398) = 12/356°.

d) Encuentra la ecuacion del plano " que contiene a r y es paralelo a s.
El plano 7’ contiene las direcciones v, y v, y ademds contiene al punto A. Es decir,
x—=1 y-2 z-3
suecuaciones: 7' =| 2 4 -1 |=0.
4 -3 1

Operando tenemos 7’ = x — 6y — 22z + 77 = 0.

Ejercicio 5 (Vector perpendicular a rectas, extraido del Capitulo N)

Consideramos las siguientes rectas en el espacio:

x+2y-3z=2 x-2 y-2 z+1
r = ysE = =
2x-y—-z+4=0 3 2 4

Responde las siguientes cuestiones:

y el punto P(4,3, -2).

a) (1°25 puntos) Halla el vector™V que es unitario y, ademds es perpendicu-

lar a las rectas ry s.

b) (0’75 puntos) Escribe las ecuaciones continua e implicitas de la recta t

cuya direccion es la de V y pasa por P.

a) Halla el vector v que es unitario y, ademds es perpendicular a las rectas r y s.

Para calcular un vector perpendicular a r y s necesitamos los vectores directores

de ambas rectas.

El vector v, director de r es proporcional al producto vectorial de los vectores

normales a los planos que aparecen en las ecuaciones implicitas.
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- 5 o
i ] k
Es decir, tenemos (1,2, -3)x(2,~1,=1)=| 1 2 -3 |=-5{-5;-5k.Da-

2 -1 -1
do que podemos tomar cualquier vector perpendicular al anterior, consideramos

v, =(1,1,1).

Por otro lado, tenemos que el vector director de s se obtiene tomando los ndmeros
de los denominadores de la ecuacion continua como componentes. Tenemos que

v, = (3,2,4).

. - . - = .
Asi, el vector u que es perpendicular a v; y v; se obtiene como el producto escalar
- 5 -

i J k
de estos dltimos vectores. W =| 1 1 1 |= 2—1') —7 —7€> =(2,-1,-1).
3 2 4

Para calcular el vector ¥ unitario con la direccién de _u>, dividimos % entre su
modulo. Tenemos que |7| = \/22 + (=12 +(-1)2= V6.

U @2,-1,-1) _(«@ V6 \/5]
G 3776 6)

b) Escribe las ecuaciones continua e implicitas de la recta ¢ cuya direccion es la

_)
Por tanto, tenemos que vV =

deV y pasa por P.

Para escribir la ecuacion continua de la recta, empleamos el las coordenadas del
punto (se ponen en los numeradores de las fracciones) y del vector (se ponen en
los denominadores). Dado que los vectores % y V tienen la misma direccién,
utilizamos el primero, ya que sus componentes son nimeros enteros.

x—4 y-3 z+2
2 -1 -1

Tenemos, por tanto, t =

Para encontrar las ecuaciones implicitas, tomamos las dos fracciones que confor-
man la primera igualdad y multiplicamos en cruz. Obtenemos —x + 4 = 2y — 6.

Pasando, por tltimo, todos los términos a la derecha tenemos x + 2y — 10 = 0.
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Por otro lado multiplicamos en cruz el segundo y tercer término, obteniendo

—y + 3 = —z — 2. Pasando todos los términos a la derecha tenemos y —z—5 = 0.

) . x+2y-10=0
Por tanto, tomamos como ecuaciones implicitas ¢ =
y=z2-5=0
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