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Ejercicio 1 (Ángulos entre rectas, extraı́do del Capı́tulo 9)

Halla los ángulos que forman los siguientes pares de rectas:

a) La recta r que pasa por A(3, 2,−5) y B(2,−1, 1) y la recta s que es per-

pendicular a x + 2y − z = 1 y que pasa por C(2, 1, 0).

d) La recta r que es intersección de los planos 3x− 2y+ z = 1 y x− y+ z = 1

y el eje OX.

Para hallar el ángulo que forman dos rectas necesitamos los dos vectores direc-

tores.

a) La recta r que pasa por A(3, 2,−5) y B(2,−1, 1) y la recta s que es perpendicular

a x + 2y − z = 1 y que pasa por C(2, 1, 0). La recta r tiene como vector director
−→vr =

−−→
AB = (−1,−3, 6).

El vector director de la recta s coincide con el vector normal al plano x+2y−z = 1.

Es decir, el vector −→vs = (1, 2,−1).

Ahora Áng(r, s) = arc cos


∣∣∣−→vr ·
−→vs

∣∣∣∣∣∣−→vr

∣∣∣ ∣∣∣−→vs

∣∣∣
 = arc cos

(
|−13|
√

46
√

6

)
. Operando Áng(r, s) =

arc cos(0′7825). Es decir, tenemos que el ángulo pedido es Áng(r, s) = 38′509◦.

d) La recta r que es intersección de los planos 3x − 2y + z = 1 y x − y + z = 1 y el

eje OX.

Llamaremos s al eje OX. Para hallar este ángulo necesitamos los vectores direc-

tores de ambas rectas, −→vr y −→vs.

Comenzamos por el vector −→vr , que está contenida en los dos planos del enunciado

y, en consecuencia, es perpendicular a los dos vectores normales −→nπ = (3,−2, 1) y
−→nπ′ = (1,−1, 1).

Tomamos −→vr =
−→nπ × −→nπ′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

3 −2 1

1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −
−→
i − 2

−→
j −
−→
k = (−1,−2,−1).
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Por otro lado, el vector director del eje OX es (1, 0, 0). Por tanto, tomamos el

vector −→vs = (1, 0, 0).

Ahora Áng(r, s) = arc cos


∣∣∣−→vr ·
−→vs

∣∣∣∣∣∣−→vr

∣∣∣ ∣∣∣−→vs

∣∣∣
 = arc cos

(
|−1|
√

6
√

1

)
. Operando Áng(r, s) =

arc cos(0′4082). Es decir, tenemos que el ángulo pedido es Áng(r, s) = 65′905◦.

Ejercicio 2 (Selectividad geometrı́a (V), extraı́do del Capı́tulo 10)

En R3, sean la recta r que tiene por ecuación (x, y, z) = (1 + λ, λ, 1 − λ) y el

plano π de ecuación 2x − y + z = −2.

a) Determinar la posición relativa de la recta r y el plano π.

b) Calcular la distancia entre la recta r y el plano π.

(Selectividad Cataluña Junio 2016.)

a) Determinar la posición relativa de la recta r y el plano π.

Para estudiar la posición relativa de r y π necesitamos el vector −→vr director de r,

que es −→vr = (1, 1,−1) y el vector −→nπ normal al plano, que es −→nπ = (2,−1, 1).

Comprobamos que −→vr ·
−→nπ = 1 · 2+ 1 · (−1)− 1 · 1 = 0. Por tanto, son paralelas o la

recta está contenida en el plano. Tomamos P(1, 0, 1) ∈ r y comprobamos si P ∈ π.

Sustituimos las coordenadas de P en la ecuación de π y tenemos 2 ·1−0+1 = −2.

Dado que la igualdad no es cierta, tenemos que r y π son paralelos.

b) Calcular la distancia entre la recta r y el plano π.

Para hallar la distancia entre una recta y un plano que son paralelos, tomamos un

punto de r, por ejemplo el P y hallamos su distancia a π.

La ecuación implı́cita del plano es π ≡ 2x − y + z + 2 = 0.

Es decir, tenemos d(r, π) = d(P, π) =
|2 · 1 − 0 + 1 + 2|√

22 + (−1) + 12
=

5
√

6
=

5
√

6
6

u.
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Ejercicio 3 (Extraı́do del Capı́tulo E)

Resuelve las siguientes cuestiones, independientes entre sı́:

a) (1 punto) Hallar el plano que contiene a la recta v : (2, 1, 3) + t(2, 1, 0) y

es perpendicular al plano de ecuación x + z = 2.

b) (1 punto) Probar que los vectores {(1, 1, 1); (1, 1, 0); (1, 0, 0)} forman una

base de R3 y dar las coordenadas del vector (1,−2, 0) en la base anterior.

(Selectividad Aragón Junio 2012.)

a) Hallar el plano que contiene a la recta v : (2, 1, 3)+ t(2, 1, 0) y es perpendicular

al plano de ecuación x + z = 2.

Llamamos π al plano que buscamos y π′ al plano del enunciado. El plano π con-

tiene al vector director de v, que es −→vv = (2, 1, 0) y al vector perpendicular a π′,

que es −→nπ′ = (1, 0, 1) y al punto P(2, 1, 3). Dado que tenemos dos vectores y un

punto, encontramos la ecuación implı́cita del plano π, que es:

π ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x − 2 y − 1 z − 3

2 1 0

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. Operando tenemos π ≡ x − 2y − z + 3 = 0.

b) Probar que los vectores {(1, 1, 1); (1, 1, 0); (1, 0, 0)} forman una base de R3 y

dar las coordenadas del vector (1,−2, 0) en la base anterior.

Tres vectores del espacio forman una base de R3 si su producto mixto es no nulo.

Por tanto calculamos

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 1 0

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1. Por tanto, los tres vectores forman base

de R3.

Para encontrar las coordenadas del vector del enunciado en la base anterior, debe-

mos resolver: (1,−2, 0) = a(1, 1, 1) + b(1, 1, 0) + c(1, 0, 0). Operando el segun-

Visita la web www.aprobarmatematicasesfacil.es para encontrar enunciados de
ejercicios y material de muestra de los libros publicados.
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do término tenemos el sistema


a + b + c = 1

a + b = −2

a = 0

.De la tercera ecuación tenemos

a = 0. Sustituyendo este valor en la segunda, tenemos b = −2. Sustituyendo am-

bos valores en la primera ecuación tenemos c = 3. Es decir, las coordenadas del

vector (1,−2, 0) en la base del enunciado son (0,−2, 3).

Ejercicio 4 (Extraı́do del Capı́tulo G)

(4 puntos) Consideramos las siguientes rectas: la recta r que pasa por el

punto A(1, 2, 3) y tiene vector director −→vr = (2, 4,−1) y la recta s que es

perpendicular a π ≡ 4x − 3y + z = 1 y que pasa por B(2, 1, 2).

a) Estudia la posición relativa de r y s.

b) Calcula la distancia entre r y s.

c) ¿Cuál es el ángulo que forman r y π?

d) Encuentra la ecuación del plano π′ que contiene a r y es paralelo a s.

a) Estudia la posición relativa de r y s.

Para estudiar la posición relativa de dos rectas necesitamos los vectores directores

de ambas rectas y un punto de cada una de ellas. Tenemos el vector −→vr = (2, 4,−1)

director de r. El vector −→vs director de s es paralelo al vector −→nπ normal de π. El

vector normal a π se obtiene tomando los coeficientes de las incógnitas; es decir,
−→nπ = (4,−3, 1). Elegimos, por tanto, el vector −→vs = (4,−3, 1). Por último tenemos

A ∈ r y B ∈ s. Por tanto,
−−→
AB = (1,−1,−1).

Consideramos, primero, la matriz M =

 −→vr

−→vs

 =
 2 4 −1

4 −3 1

 y la matriz

M∗ =


−→vr

−→vs

−−→
AB

 =


2 4 −1

4 −3 1

1 −1 −1

. Procedemos a calcular sus rangos.
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Observamos que el menor de M formado por las dos primeras columnas tiene

determinante

∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 4

4 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −22. Por tanto, tenemos que rg(M) = 2.

Por otro lado tenemos que

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 4 −1

4 −3 1

1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 29. Es decir, tenemos rg(M∗) = 3.

En consecuencia las rectas r y s se cruzan.

b) Calcula la distancia entre r y s.

La distancia entre dos rectas que se cruzan (conocidos los vectores directores y un

punto de cada recta) es:

d(r, s) =
|

[
−→vr ,
−→vs,
−−→
AB

]
|∣∣∣−→vr ×

−→vs

∣∣∣ .

El producto mixto del numerador coincide con el determinante calculado en el

primer apartado. Procedemos, por tanto a calcular el producto vectorial del deno-

minador.

Tenemos −→vr ×
−→vs =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

2 4 −1

4 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
−→
i − 6

−→
j − 22

−→
k = (1,−6,−22).

Su módulo es
∣∣∣−→vr ×

−→vs

∣∣∣ = √
12 + (−6)2 + (−22)2 =

√
521.

Sustituyendo tenemos d(r, s) =
|

[
−→vr ,
−→vs,
−−→
AB

]
|∣∣∣−→vr ×

−→vs

∣∣∣ =
|29|
√

521
=

29
√

521
521

u.

c) ¿Cuál es el ángulo que forman r y π?

El ángulo que forman una recta y un plano es el complementario del que forman

el vector director de la recta y el vector normal al plano. Aplicando el producto

escalar a ambos vectores y trigonometrı́a básica (el coseno de un ángulo coincide

con el seno de su complementario) podemos escribir:
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Áng(r, π) = arcsin


∣∣∣−→vr ·
−→nπ

∣∣∣∣∣∣−→vr

∣∣∣ · ∣∣∣−→nπ∣∣∣
.

Por otro lado tenemos los valores −→vr ·
−→vs = −5,

∣∣∣−→vr

∣∣∣ = √
22 + 42 + (−1)2 =

√
21 y

−→vs =
√

42 + (−3)2 + 12 =
√

26.

Sustituyendo tenemos que Áng(r, π) = arcsin


∣∣∣−→vr ·
−→nπ

∣∣∣∣∣∣−→vr

∣∣∣ · ∣∣∣−→nπ∣∣∣
 = arcsin

(
5

√
21
√

26

)
. Es

decir, el ángulo es Áng(r, π) = arcsin(0′21398) = 12′356◦.

d) Encuentra la ecuación del plano π′ que contiene a r y es paralelo a s.

El plano π′ contiene las direcciones −→vr y −→vs y además contiene al punto A. Es decir,

su ecuación es: π′ ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x − 1 y − 2 z − 3

2 4 −1

4 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Operando tenemos π′ ≡ x − 6y − 22z + 77 = 0.

Ejercicio 5 (Vector perpendicular a rectas, extraı́do del Capı́tulo N)

Consideramos las siguientes rectas en el espacio:

r ≡

 x + 2y − 3z = 2

2x − y − z + 4 = 0

 y s ≡
x − 2

3
=

y − 2
2
=

z + 1
4

y el punto P(4, 3,−2).

Responde las siguientes cuestiones:

a) (1’25 puntos) Halla el vector −→v que es unitario y, además es perpendicu-

lar a las rectas r y s.

b) (0’75 puntos) Escribe las ecuaciones continua e implı́citas de la recta t

cuya dirección es la de −→v y pasa por P.

a) Halla el vector −→v que es unitario y, además es perpendicular a las rectas r y s.

Para calcular un vector perpendicular a r y s necesitamos los vectores directores

de ambas rectas.

El vector −→vr director de r es proporcional al producto vectorial de los vectores

normales a los planos que aparecen en las ecuaciones implı́citas.
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Es decir, tenemos (1, 2,−3)×(2,−1,−1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

1 2 −3

2 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −5

−→
i −5
−→
j −5
−→
k . Da-

do que podemos tomar cualquier vector perpendicular al anterior, consideramos
−→vr = (1, 1, 1).

Por otro lado, tenemos que el vector director de s se obtiene tomando los números

de los denominadores de la ecuación continua como componentes. Tenemos que
−→vs = (3, 2, 4).

Ası́, el vector −→u que es perpendicular a −→vr y −→vs se obtiene como el producto escalar

de estos últimos vectores. −→u =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

1 1 1

3 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2
−→
i −
−→
j −
−→
k = (2,−1,−1).

Para calcular el vector −→v unitario con la dirección de −→u , dividimos −→u entre su

módulo. Tenemos que
∣∣∣−→u ∣∣∣ = √

22 + (−1)2 + (−1)2 =
√

6.

Por tanto, tenemos que −→v =
−→u∣∣∣−→u ∣∣∣ = (2,−1,−1)

√
6

=

 √6
3
,−

√
6

6
,−

√
6

6

.
b) Escribe las ecuaciones continua e implı́citas de la recta t cuya dirección es la

de −→v y pasa por P.

Para escribir la ecuación continua de la recta, empleamos el las coordenadas del

punto (se ponen en los numeradores de las fracciones) y del vector (se ponen en

los denominadores). Dado que los vectores −→u y −→v tienen la misma dirección,

utilizamos el primero, ya que sus componentes son números enteros.

Tenemos, por tanto, t ≡
x − 4

2
=

y − 3
−1
=

z + 2
−1

.

Para encontrar las ecuaciones implı́citas, tomamos las dos fracciones que confor-

man la primera igualdad y multiplicamos en cruz. Obtenemos −x + 4 = 2y − 6.

Pasando, por último, todos los términos a la derecha tenemos x + 2y − 10 = 0.
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Por otro lado multiplicamos en cruz el segundo y tercer término, obteniendo

−y + 3 = −z − 2. Pasando todos los términos a la derecha tenemos y − z − 5 = 0.

Por tanto, tomamos como ecuaciones implı́citas t ≡

 x + 2y − 10 = 0

y − z − 5 = 0

.
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